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4. भूमिका (Introduction) 


पिछले अध्याय में, हमने आव्यूह और आव्यूहों के बीजगणित के विषय 5 
में अध्ययन किया है। हमने बीजगणितीय समीकरणों के निकाय को 
आव्यूहों के रूप में व्यक्त करना भी सीखा है। इसके अनुसार रैखिक 
समीकरणों के निकाय 

ax+by=e, 


a,x+b,y=C, 


को B ` = के रूप में व्यक्त कर सकते हें। अब | 





a, bJ\y C3 — — 
इन समीकरणों के निकाय का अद्वितीय हल है अथवा नहीं, इसको Ps. Laplace 
a, ७, - a,b संख्या द्वारा ज्ञात किया जाता है। (स्मरण कीजिए कि (I749-827) 
यदि “४ या ८ | ७,-4,७, #0, हो तो समीकरणों के निकाय का हल अद्वितीय होता है) यह 


dy D 
संख्या a ७, - ८,४, जो समीकरणों के निकाय के अद्वितीय हल ज्ञात करती है, वह आव्यूह 
A= | É x | से संबंधित हे ओर इसे A का सारणिक या det A कहते हैं। सारणिकों का 
dy D 
इंजीनियरिंग, विज्ञान, अर्थशास्त्र, सामाजिक विज्ञान इत्यादि में विस्तृत अनुप्रयोग हैं। 
इस अध्याय में, हम केवल वास्तविक प्रविष्टियों के 3 कोटि तक के सारणिकों पर विचार करेंगे। 


इस अध्याय में सारणिकों के गुण धर्म, उपसारणिक, सह-खण्ड और त्रिभुज का क्षेत्रफल ज्ञात करने 
में सारणिकों का अनुप्रयोग, एक वर्ग आव्यूह के सहखंडज और व्युत्क्रम, रेखिक समीकरण के निकायों 
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की संगतता और असंगतता और एक आव्यूह के व्युत्क्रम का प्रयोग कर दो अथवा तीन चरांको के 
रैखिक समीकरणों के हल का अध्ययन करेंगे। 


4.2 सारणिक (Determinant) 
हम n कोटि के प्रत्येक वर्ग आव्यूह A = [a.] को एक संख्या (वास्तविक या सम्मिश्र) द्वारा संबंधित करा 
सकते हैं जिसे वर्ग आव्यूह का सारणिक कहते हैं। इसे एक फलन की तरह सोचा जा सकता हे जो 
प्रत्येक आव्यूह को एक अद्वितीय संख्या (वास्तविक या सम्मिश्र) से संबंधित करता हे। 

यदि M वर्ग आव्यूहों का समुच्चय है, ८ सभी संख्याओं (वास्तविक या सम्मिश्र) का समुच्चय हे 
और f: M -> K, /(७) = ‰ के द्वारा परिभाषित हे जहाँ ^€ M और ke K तब f(A) , A का 
सारणिक कहलाता है। इसे ।^। या 0०७ (A) या 4 के द्वारा भी निरूपित किया जाता है। 


b 
यदि ^ = b | तो ५ के सारणिक को ।A।= 


टिप्पणी 

G) आव्यूह 4 के लिए, AIR A का सारणिक पढ़ते हैं। 

Gi) केवल वर्ग आव्यूहों के सारणिक होते हैं। 
4.2. एक कोटि के आव्यूह का सारणिक (Determinant of a matrix of order one) 
माना एक कोटि का आव्यूह 4 = [८] हो तो ^ के सारणिक को ८ के बराबर परिभाषित किया जाता है। 


a b 
|= det (A) द्वारा लिखा जाता है। 


4.2.2 द्वितीय कोटि के आव्यूह का सारणिक (Determinant of a matrix of order two) 


di] d 
माना 2 x 2 कोटि का आव्यूह ^ = Fi 
22 


dy a 


तो 4 के सारणिक को इस प्रकार से परिभाषित किया जा सकता हे: 


det (A) = IAl = A = 








2 4 


उदाहरण l | 2 





का मान ज्ञात कोजिए। 


2 4 
हल |_| | =2@)-4CD=4+4=8 
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X क-- 
उदाहरण 2 |, _] का मान ज्ञात कोजिए। 
X क-- 
A| | >» |= C)—(G+lGe-D=sx-(-D=x-x+l=li 








4.2.3 3 x 3 कोटि के आव्यूह का सारणिक (Determinant of a matrix of order 3 x 3) 
तृतीय कोटि के आव्यूह के सारणिक को द्वितीय कोटि के सारणिकों में व्यक्त करके ज्ञात किया जाता 
है। यह एक सारणिक का एक पंक्ति (या एक स्तंभ) के अनुदिश प्रसरण कहलाता है। तृतीय कोटि 
के सारणिक को छः प्रकार से प्रसारित किया जाता है तीनों पंक्तियों (R , २, तथा R) Y से प्रत्येक 
के संगत और तीनों स्तंभ (C , C, तथा €.) में से प्रत्येक के संगत दर्शाए गए प्रसरण समान परिणाम 
देते हैं जेसा कि निम्नलिखित स्थितियों में स्पष्ट किया गया है। 


वर्गं आव्यूह 4 = [a,] के सारणिक पर विचार करते हैं। 


3x3? 
dj, ८72 ८3 
जहाँ ।4।= || a> 4; 
dg] ८52 853 
प्रथम पंक्ति (२,) के अनुदिश प्रसरण 
dj ५८72 ८१३ 
| 0 | G, an az 
dy ८32 ८४53 
चरण R. के पहले अवयव ८,, को ED [(— aussi] और सारणिक A की पहली 
पंक्ति (R ) तथा पहला स्तंभ (C ) के अवयवों को हटाने से प्राप्त द्वितीय कोटि के सारणिक से गुणा 


कीजिए क्योंकि a, र. और C में स्थित हे 
og 23 
थात | | 
अर्थात्‌ CDi ८, ८. 








चरण 2 क्योंकि ०,,, R तथा C, में स्थित है इसलिए R के दूसरे अवयव a को (—l)!+2 


[Ca ñinan] और सारणिक | | की पहली पंक्ति (R ) व दूसरे स्तंभ (C) को हटाने से प्राप्त 
द्वितीय क्रम के सारणिक से गुणा कीजिए 


dy] Go 
अर्थात्‌ (—I)!*2a 


2 | &5 ८७53 








चरण 3 क्योंकि a, R तथा C में स्थित हे इसलिए R के तीसरे अवयव को (Cl): 
[(--])0७मॅअव्लगोकायोग] और सारणिक | A | की पहली पंक्ति (R ) व तीसरे स्तंभ (C) को हटाने से प्राप्त 
तृतीय कोटि के सारणिक से गुणा कीजिए 
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dy] dn 
A] ८52 








अर्थात्‌ (-D)'*a 


3 


चरण 4 अब A का सारणिक अर्थात्‌ | ७ | के व्यंजक को उपरोक्त चरण ], 2 व 3 से प्राप्त तीनों 
पदों का योग करके लिखिए अर्थात्‌ 




















a a a a 
23 25 I+2 Ji 23 
detA=lAl=(—D!*t!la, HCD ` a, 
a a 
55 33 3] 33 
a a 
j| 3 2l 73 
+ C-l) di3 
dz; ७52 
या |/0 | = di, (a, d, 7 432 423) — G, (a, ८-३ 7 ८5] 43) 
+ ८८3 (a, d, 7 G, ८४22 
= Aai G, ७3३ T G, G,, G, T a, Ga, l + aG, a, ७23 + aig A azz 
=a la 0. ... (]) 


#क- टिप्पणी | हम चारों चरणों का एक साथ प्रयोग करेंगे 


द्वितीय पंक्ति (२,) के अनुदिश प्रसरण 
पा. W 273 
| 0 | Ga 422 Gs 
ig 3D di 
R के अनुदिश प्रसरण करने पर, हमें प्राप्त होता है 














a a a a 
24-] I2 i3 242 ii i3 
IAl= (—]) d>] T (—!) ८८22 
८52 ८53 ८5] ८४533 
Ai do 


+ s ] ) 2+3 a m 








3] 952 
k T 2) (a, ७५५ — ८९52 a3) + G, (a, 33 (४5 a.) 
"ण ७23 (a; 3, 7 43] 42 
Ee Oyj As ५३३ + G,, ७532४3 + ५४22 ७] ७३३ ण an G, ५३ T G, G, ९32 
+ a, G,, Ai 
=a, a, G, ण a, Ga, ly T ५०2 G, G, + a, a, G, + a, a, ४52 


ta a ws (2) 
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पहले स्तंभ (C ) के अनुदिश प्रसरण 
Aii d, Ag 
| 0 | - G, ८22 453 
(Qy ८52 33 


C, के अनुदिश प्रसरण करने पर हमें प्राप्त होता है 














a a a a 
l+ 22 23 2-- | bs [3 
| A | = dii (—)) + ८८०] (—]) 
८52 33 da daa 
a a 
3--] [2 I3 
+ G, CÌ) 
do a3 








= (a, Mg m (ळे 0) = (a, ८८३७. Ha a,) + ८४७ (a, aP 6५ a,) 
| AI = dj] ५22 433 7 Aii ५०३ 54, 76, Ma + G, G, dg + a, a, ५८3 
नोज Qa Gos 
=a, ५22 453 — था G, A — ७2 G,, G, + ay, €G, G, + a, a, G, 
- a; l ... (3) 
(), (2) और (3) से स्पष्ट हे कि ।^। का मान समान है। यह पाठकों के अभ्यास के लिए छोड़ 


दिया गया हे कि वे यह सत्यापित करें कि ।4। का R, C, और €, के अनुदिश प्रसरण (), (2) 
और (3) से प्राप्त परिणामों के समान है। 


अतः एक सारणिक को किसी भी पंक्ति या स्तंभ के अनुदिश प्रसरण करने पर समान मान प्राप्त 
होता है। 


टिप्पणी 


(0) गणना को सरल करने के लिए हम सारणिक का उस पंक्ति या स्तंभ के अनुदिश प्रसरण करेंगे 
जिसमें शून्यों की संख्या अधिकतम होती है। 


GD सारणिकों का प्रसरण करते समय (LHA गुणा करने के स्थान पर, हम (i + p) के सम या 
विषम होने के अनुसार --] या- से गुणा कर सकते हैं। 


2 0 
A = 2B. किंतु । ॥ | 0-8 = - 8 और।B।= 0-2 = - 2 है। 


2 2 l l 
Gi) मान लीजिए A = P i ओर B = | | तो यह सिद्ध करना सरल हे कि 


209-2020 


सारणिक I7 


अवलोकन कीजिए कि ।^। = 4(- 2) = 22|8 | या।^। = 2"|8 |, जहाँ # = 2, वर्ग आव्यूहों ^ 
व B की कोटि है। 
व्यापक रूप में, यदि A= KB, जहाँ A व B वर्ग आव्यूहों की कोटि 7 है, तब | Al = k | B |, जहाँ 
el. 2.) हे। 


] 2 4 


उदाहरण 3 सारणिक ^= |- 3 0| का मान ज्ञात कीजिए। 
4 ] 0 


हल ध्यान दीजिए कि तीसरे स्तंभ में दो प्रविष्टियाँ शून्य हैं। इसलिए तीसरे स्तंभ (ट,) के अनुदिश 
प्रसरण करने पर हमें प्राप्त होता है कि 
— 3 l 2 


Iı g2 
+0 


_4 
` % 3 


-A (X IN- 0 +q Eœ? 


0 sin & —cos ७ 
उदाहरण 4 A= |-sin Q 0 sin $ | का मान ज्ञात कोजिए। 
cos ७ —sin B 0 


हल R के अनुदिश प्रसरण करने पर हमें प्राप्त होता है कि 


0 


-sin B 


A= 0 sin B . —sin Q -sin Q 
= — SIN Q 
0 





sin 
p — cos Q 
0 





() 
cos ७ ०08 ७ -sin B 


= 0 — sin ७ (0 — sin B cos ७) - cose (sin & sin B — 0) 


= sin Q sin B cos ७- cos ० sin ० sin B = 0 


3 Ak 
उदाहरण 5 यदि 
X 





sf 2 
= i तो x के मान ज्ञात कीजिए। 





3 आँ 3 2 
हल दिया है कि = 
m N l P i 
अर्थात्‌ 3-32-3-8 
अर्थात्‌ x = 8 
अतः x= +2N2 
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| प्रश्नावली 4.4 | 


प्रश्‍न l से 2 तक में सारणिकों का मान ज्ञात कीजिए 
2 4 
-5 --] 


x —x+l »४-] 


(i) (i) 











cos0 -9 0 


sin 0 ९००४ 0 x+] x+l 


| 
3, यदि A= ; ) |. तो दिखाइए | 20 | - 4 | ७ | 


हो, तो दिखाइए |3 ७ |- 27 | 4 | 


O — © 
+ N (> 


l 
4. यदि ^=|0 
0 


5. निम्नलिखित सारणिकों का मान ज्ञात कीजिए 


२ | =) 3 4. 5 0 NE, 
(0) [0 0 -= Gü |  — G — 0 -3 
3 -5 0 2 3 ] 2 3 0 
5 | < 
(iv) [0 2 -lI 
3 — 0 
l 2 
6. यदि ^=|2 ] 3]. हो तो। ७। ज्ञात कोजिए। 
5 4 9 
7. x मान ज्ञात कीजिए यदि 
 |2 4| |2x 4 2 53 |e 3 
७). ७७ लत > w |, slax 5 
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8. यदि 





क 5. 6 2 
I8 x l 6 

(A) 6 (B) +6 (O) -6 (D) 0 
4.3 सारणिकों के गुणधर्म (Properties of Determinants) 





हो तो » बराबर हे: 


पिछले अनुच्छेद में हमने सारणिकों का प्रसरण करना सीखा है। इस अनुच्छेद में हम सारणिकों के कुछ 
गुणधर्मा को सूचीबद्ध करेंगे जिससे एक पंक्ति या स्तंभ में शून्य की संख्याओं को अधिकतम प्राप्त 
करने से इनका मान ज्ञात करना सरल हो जाता है। ये गुणधर्म किसी भी कोटि के सारणिक के लिए 
सत्य हैं किंतु हम स्वयं को इन्हें केवल तीसरी कोटि तक के सारणिकों तक सीमित रखेंगे। 


गुणधर्म 4 किसी सारणिक का मान इसकी पंक्तियों और स्तंभों के परस्पर परिवर्तित करने पर 
अपरिवर्तित रहता है। 


q dy ८3 
सत्यापन - मान लीजिए ^ = b b, b, 
C C2 6 


प्रथम पंक्ति के अनुदिश प्रसरण करने पर, हम प्राप्त करते हैं कि 
b, b; b, b, b. b, 


Co G C G € ५2 




















=a (b, c, "र. c,)> a, (b cka N a, (b. c, - b, c ) 
A की पंक्तियों को स्तंभों में परिवर्तित करने पर हमें सारणिक 
q b c, 
A, = |५ b, c,| प्राप्त होता है। 
a b, c, 
A को प्रथम स्तंभ के अनुदिश प्रसरण करने पर हम पाते हैं कि 
A = AD, c, b.) — a, (b. c, - b, c ) + a, (b,c, - b, c) 
अतः A=A, 
टिप्पणी उपर्युक्त व्याख्या से स्पष्ट है कि यदि ^ एक वर्ग आव्यूह है तो det (A) = det (A^, जहाँ 
A’, A का परिवर्त है। 


| टिप्पणी | यदि R = 7 वीं पंक्ति और C = वाँ स्तंभ है, तो पंक्तियों और स्तंभों के परस्पर 





परिवर्तन को हम संकेतन में €, «> R लिखेंगे। 


आइए हम उपरोक्त गुणधर्म को उदाहरण द्वारा सत्यापित करें। 
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2 — 5 
उदाहरण 6 ^=|6 0 4 | के लिए गुणधर्म ] का सत्यापन कोजिए। 
| Su 


हल सारणिक का प्रथम पंक्ति के अनुदिश प्रसरण करने पर, 


0 4 
5 -7 


6 4 


l —7 


6 0 
+ 3 
Lg 


8-2 | =| 
= 2 (0-20) + 3 = 42 —4) + 5 (30 — 0) 
=— 40 — 38 + ]50->-28 


पंक्तियों और स्तंभों को परस्पर परिवर्तन करने पर हमें प्राप्त होता हे। 


2 6 
A, =|-3 0 5| (पहले स्तंभ के अनुदिश प्रसरण करने पर) 
5 A ज्यो 
0 5 6 ॥] 6 ] 
a7 - (-3) है 5 
4 7 4 ह 0 5 





- 2 (0 - 20) + 3 (- 42 —4)+ 5 (30-0) 
----40- l38 + [50>-28 
स्पष्टतः A=A i 


अतः गुणधर्म aerfa हुआ। 


गुणधर्म 2 यदि एक सारणिक की कोई दो पंक्तियों (या स्तंभों) को परस्पर परिवर्तित कर दिया जाता 
है, तब सारणिक का चिह्न परिवर्तित हो जाता है। 


4 dy ८3 
सत्यापन मान लीजिए ^= | b, b, 
CO C, ८५ 


प्रथम पंक्ति के अनुदिश प्रसरण करने पर हम पाते हें 
A= थ (8५ है. = b ७) a; b है. = b. 0) के a, (b 0,000) 
पहली और तीसरी पंक्तियों को परस्पर परिवर्तित करने अर्थात्‌ ROR से प्राप्त नया सारणिक 
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C O G 
a l d d 


है। इसे तीसरी पंक्ति के अनुदिश प्रसरण करने पर, 
A =a GG DDC =a, (6 D. = 0. Dya. 0. (D. G. =D) 
== |a. (DE = b. c) = ü, (b e, = D. e )+ a, (D 6, = b, ४) प्राप्त होता है। 
यह स्पष्ट हे कि ^ =- ^ 


इसी प्रकार, हम किन्हीं दो स्तंभों को परस्पर परिवर्तित करके उक्त परिणाम को सत्यापित कर सकते हैं। 


|“ टिप्पणी | हम पंक्तियों के परस्पर परिवर्तन को R. e> R. और स्तंभों के परस्पर परिवर्तन को 


0, «> C के द्वारा निर्दिष्ट करते हें 





2 -3 5 
उदाहरणा 7 यदि ^=|6 0 4 | हे तो गुणधर्म 2 का सत्यापन कीजिए। 
L 5 =I 
A -3 5 
हल हम ज्ञात कर चुके हैं कि ^=|6 0 4 | =-28 (देखिए उदाहरण 6) 


l 5 -7 
R, और R, को परस्पर परिवर्तित करने पर अर्थात्‌ R. «> R, से 


र: त 


A -3 5 
^ -|॥ 5 - प्राप्त होता है। 
6 0 4 


सारणिक A, को पहली पंक्ति के अनुदिश प्रसरण करने पर हम प्राप्त करते हैं कि 


e, i > l 5 
A=2 
' JO 4 6 4 6 0 
=2 (20 — 0) + 3 (4 + 42) + 5 (0-30) 
=40+38 —50 = 28 
स्पष्टतया A =—A 
अतः गुणधर्म 2 सत्यापित हुआ। 


=) 








+5 
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गुणधर्म 3 यदि एक सारणिक की कोई दो पंक्तियाँ (अथवा स्तंभ) समान हैं (सभी संगत अवयव 
समान हैं), तो सारणिक का मान शून्य होता है। 


उपपत्ति यदि हम सारणिक ^ की समान पंक्तियों (या स्तंभों) को परस्पर परिवर्तित कर देते हैं तो ^ 
का मान परिवर्तित नहीं होता है। 


तथापि, गुणधर्म 2 के अनुसार A का चिह्न बदल गया है। 


इसलिए A=-—A 

या A=0 

आइए हम उपरोक्त गुणधर्म का एक उदाहरण के द्वारा सत्यापन करते हैं। 
3 2 3 

उदाहरण 8 ^= 2 2 3| का मान ज्ञात कीजिए। 
3 2 3 


हल पहली पंक्ति के अनुदिश प्रसरण करने पर हम प्राप्त करते हैं कि 
५-3 (6-6) -2(6-9)-3 (4-6) 
L0 302 (38) -- 3 (-2) 6-5 = 0 
यहाँ R, और R, समान हैं। 
गुणधर्म 4 यदि एक सारणिक के किसी एक पंक्ति (अथवा स्तंभ) के प्रत्येक अव्यब को एक अचर 
k, से गुणा करते हैं तो उसका मान भी k गुणित हो जाता है। 
a b c, 
सत्यापन मान लीजिए A= a, रह?) c, 
dy b, © 
इसकी प्रथम पंक्ति के अवयवों को # से गुणा करने पर प्राप्त सारणिक A है तो 
ka kb kc 
A — ८४० b, C5 
dy b, G 
प्रथम पंक्ति के अनुदिश प्रसरण करने पर, हम प्राप्त करते हैं कि 
A fcc m ce 50.0, kb G e =c a)+ ke (a, 2.55 4. 
=kla (b, c, — b, ८) — b (a, c, — c, a,) +c (a, b - b, a)] = k A 


ka kb ko a b c 
अतः a b ८ "५८ ५८ b c, 
८४5 b, C3 ८४5 b, C3 
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टिप्पणी 
(0) इस गुणधर्म के अनुसार, हम एक सारणिक की किसी एक पंक्ति या स्तभो से सार्व उभयनिष्ठ 
गुणनखंड बाहर निकाल सकते हैं। 


Gi यदि एक सारणिक को किन्हीं दो पंक्तियों (या स्तंभो) के संगत अवयव समानुपाती (उसी 
अनुपात में) है, तब उसका मान शून्य होता है। उदाहरणतः 


da a? d, 
A=|b b ¢; | =0 (पंक्तियाँ R, व R, समानुपाती है) 
ka ka, ka, 
l02 l8 36 
उदाहरण 9 सारणिक | l 3 4 |का मान ज्ञात कीजिए 
lJ 3 6 


l02 l8 36| 607) 60) 6(6)| ॥7 3 6 
हल ध्यान दीजए कि | | 3 4 3[ 3 4 |=6 3 4|=0 
l 3,6 | 3 ø l7 3 6 
(गुणधर्म 3 और 4 ) 
गुणधर्म 5 यदि एक सारणिक को एक पंक्ति या स्तंभ के कुछ या सभी अवयव दो (या अधिक) 


पदों के योगफल के रूप में व्यक्त हों तो सारणिक को दो (या अधिक) सारणिकों के योगफल के 
रूप में व्यक्त किया जा सकता है। 


atà a + Ns M, a 4 ds À d A 
उदाहरणतया| b, b, b |=|b b b| + b b b 
C) C> C3 G C2 G G ES L 


q न atis m tÀ 
सत्यापन बाँया पक्ष = b, b, b, 
C C ८१ 
प्रथम पंक्ति के अनुदिश प्रसरण करने पर हम पाते हैं कि 
A= FAG Est 0) तल Q tN) Desh) 
+ (a, + À> (b, c, — b, c) 


209-2020 


I24 गणित 
sd TCE Od (0 0 Db esia (DCO i) 
+ À, (b, c, — c, 0.) — À, (b, c, — b, c) + À, (b, c, - b, c) 
(पदों को व्यवस्थित करने पर) 
d कू Q À. À, À, 
=|b b, b| +|b b b,| = दाँया पक्ष 


CG O 63 CO C2 63 


इसी प्रकार दूसरी पंक्तियों व स्तंभों के लिए हम गुणधर्म 5 का सत्यापन कर सकते हैं। 


a b C 
उदाहरण l0 दर्शाइए कि [८+2%५ b+2y c+2zļ=0 
X y Z 
ठ b P abc k WD ८ 
हल हम जानते हैं कि a+2x b+2y ck22|[ =|% 2 c r|2x 2y 2z 


(गुणधर्म 5 के द्वारा) 
=0+0=0 (गुणधर्म 3 और 4 का प्रयोग करने पर) 
गुणधर्म 6 यदि एक सारणिक के किसी पंक्ति या स्तंभ के प्रत्येक अवयव में, दूसरी पंक्ति या स्तंभ 
के संगत अवयवों के समान गुणजों को जोड़ दिया जाता हे तो सारणिक का मान वही रहता है। अर्थात्‌, 
यदि हम R, >R + kR या C. — C kC, का प्रयोग करें तो सारणिक का मान वही रहता है। 
सत्यापन 


a a ५३ äi tka Oke d tk 
मान लीजिए. ^= | b & | और A =| b b, b |, 
C आओ हये CI C2 C3 
जहाँ A संक्रिया R >R + रे, के प्रयोग द्वारा प्राप्त होता है 


यहाँ हम तीसरी पंक्ति (R) के अवयवों को अचर k से गुणा करके और उन्हें पहली पंक्ति (R ) के 
संगत अवयवों में जोडते हैं। 
संकेतन द्वारा इस संक्रिया को इस प्रकार लिखते हैं FR — R +kR. 
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अब पुनः 
a a 44 kc kc, kc 
A=|b b b| + b b b, | (गुणधर्म 5 के द्वारा) 
Ga G í C G णे 
=A+0 (जब कि, और R, समानुपाती हैं) 
अत: A=A, 
टिप्पणी 
O यदि सारणिक AÑ R — kR या C > £0 के प्रयोग से प्राप्त सारणिक A. है, तो 
A = kA. 
| 


Gi) यदि एक साथ 2, — R +र, जैसी संक्रियाओं का एक से अधिक बार प्रयोग किया गया 
हो तो ध्यान देना चाहिए कि पहली संक्रिया से प्रभावित पंक्ति का अन्य संक्रिया में प्रयोग नहीं 
होना चाहिए। ठीक इसी प्रकार को टिप्पणी स्तंभों की संक्रियाओं में प्रयोग की जाती है। 


a a+b a+b+c 


उदाहरण fz कीजिए कि A =|24 3a+2b 4a+3b+2cl=a 
3a 6a+3b l0Oa+ 69 + 3८ 


हल सारणिक A Q R, — R, - 2२, और R. >R -3R का प्रयोग करने पर हम पाते हैं कि 
a+b a+b+c 


A () a 2a +b 
0 3a 7a + 3b 


पुनः R -> र, -32,, का प्रयोग करने से हम पाते हैं कि 
a a+b a+b+c 


A= | (0) a 2a +b 
() () a 


C के अनुदिश प्रसरण करने पर 


a 2a+b 
0 a 


= a (८? — 0) = a (a2) = ०० प्राप्त होता है। 


A= a 





+040 
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उदाहरण 2 प्रसरण किए बिना सिद्ध कीजिए कि 


AFY YFZ आचार 
A= ट्‌ X y |=Ü 
l l l 


हल AR >R, +R का प्रयोग करने पर हम पाते हैं 


क्त त्त गत कक Z hh ra og 
A = ट X y 
] ] ] 
अब R, और R. के अवयव समानुपाती हें। 
इसलिए A=0 
उदाहरण 3 निम्नलिखित का मान ज्ञात कौजिए 


l] a bc 
A= | b ca 
l. Ab 


हल R >R -R और R >R - R , का प्रयोग करने पर हम पाते हैं कि 


] a bc 
A= |0 b-a c(a-b) 
0 c—a b(a-c) 


R, और र, से क्रमशः (b-a) और (c — a) उभयनिष्ठ लेने पर हम पाते हैं कि 


l a bc 
A= (0-9) (०-० 4) O I -=c 
0 l| -b 


= (b-a) (८-०) [C b + ८)] (पहले स्तंभ के अनुदिश प्रसरण करने पर) 
= (a — b) (b — c) (c — a) 
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b+c a a 
उदाहरण l4 सिद्ध कीजिए कि | 9 ८+ b |= 4abc 
6 é a+b 
हल मान लीजिए 
b+c a a 
A=| b c +a b 
C C a+b 


सारणिक पर R >R -R -R का प्रयोग करने पर हम पाते हैं कि 
0 2c 2b 
॥- ७ c+a b 
c c && 2 


R के अनुदिश प्रसरण करने पर हम पाते हैं कि 
b b b c+a 


C 


c+a b 

c a+b 
=2 c (a b + D bo? b (b c ७६ —ac) 
=2abc+2cb - 2 be - 2 bc + 2 bc + abc 
= 4 abc 





A= 0 + (-25) 


C C 








- (०20) 





x X l+x 


उदाहरण 75 यदि x, y, ट विभिन्न हों और ^=|५ y? l+y?'=0, 


2 3 
z टु á l+z 


तो दर्शाइए कि ] + xyz = 0 
x x l+ 


हल हमें ज्ञात है &- » y? +y 


2 3 
z ट +z 


2 2 
x X || Ix x x 


A=|y y l+y + y| (गुणधर्म 5 के प्रयोग द्वारा) 
2 
द < 


2 3 
J z Z z 
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] x x Il x x 


= (D'I y yozi y y| (C.C, और तब C €> 0, के प्रयोग द्वारा) 


2 2 
L टु 2 l z z 


2 


2 
] x x 


l y y |(+ xyz) 


2 
L टु z 


3 
] X X 


(I+ayz)O y-x y -x| (R >R-R, ओर २, >R -R का प्रयोग करने पर) 


0 2 ZN 
R से (y— +) और RA (z - x) उभयनिष्ठ लेने पर हम प्राप्त करते हैं कि 


3 
f x x 


A= (I+xyz) (४-०७) (zx) I y+x 
Ol z+x 


= (+x) Q =X 2 —x) (ह —y) (C. के अनुदिश प्रसरण करने पर) 
चूँकि A = 0 और x, y और सभी भिन्न हैं, 


अतः  x-y#+0,y=z+0,z-x#0, ù हमें + xyz = 0 प्राप्त होता है। 
l+a l ] i; 
उदाहरण 46 दर्शाए कि | +b । =| +—+ at) =abc+bc+ca+ ab 
a C 
] l l+c 


हल R, ९, और R में से क्रमशः a, b और ८ उभयनिष्ठ लेने पर हम प्राप्त करते हैं कि 


] ] ] 

— J] — का 

a a a 

. ] ] ] 

T — abc| — — +] — 

बाया पक्ष = 7 7 b 
] ] ] 

— — —+] 

ë ë C 


R >R, +R +R का प्रयोग करने पर हम पाते हैं कि 
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a b c a ë a ८ 
] ] ] 
= abc = —+] — 
A b b 
l l l 
ठ ë ë 
] | ] 
]_ l lyyl l ] 
— abc| l+——+—+— |— —+I — 
a a | a b 3 b ७ 
l t l} 
C C C 


अब C,— C-C और C. — ०,- C का प्रयोग करने पर हम पाते हैं कि 


O O 
= ९९० ७७2) ® Ü 
a b c 


> 
| 


0 ] 


a |= %|— 


= abc ! A - + I [ (I—-0)| 


a 


I l! पु 
= abc j = abc + bc + ca + ab = दाया पक्ष 
a ८ 


[29 


|= टिप्पणी |अन्य विधि द्वारा ९, C - C, ब €, — C, - C,, का अनुप्रयोग करके तथा 


C — C —a C, का प्रयोग करके उपरोक्त उदाहरण को हल करने का प्रयत्न करें। 


| प्रश्‍नावली 4.2 | 








बिना प्रसरण किए और सारणिकों के गुणधर्मों का प्रयोग करके निम्नलिखित प्रश्न से 5 को सिद्ध 


कोजिए। 
x a x+a a—b b-c c-a 2 7 65 
I. y b y+bl=0O 2. [b-c c-a a-b|=0 3. 3 6 75=0 
Zz © Zit c—-a a-b b-c 5 9 86 
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l bc a(b+c) b+c q+r y+Z a p x 
4. ॥ ca b(c+a)=0 5, eta rtp Zz+xl=2lb q y 
l ab c(a+b) a+b p+q x+y C r Z 


सारणिकों के गुणधर्मा का प्रयोग करके प्रश्‍न 6 से l4 तक को सिद्ध कीजिए: 


0 a —b — ab ac 
6. —a 0 —c|=0 7 |ba -b bel=4dabec 
b c 0 ca cb =c 
a 
8. G) b b|=(a-b)(b-c)(c-a) 
é c 
I l 
ú) b c|=(a-b)(b-c)(c—a)(a+b+c) 
a D g 
x X yz 
9, y y x= = (x — y) (y — z) (z — x) (xy + yz + zx) 
2 Xy 


x+4 2x 23 
lO. 6) 2x x+4 2x =(5x+4)(4-x) 
2x 2x x+4 


y+k y y 
G) ) y+k y =k'(3y+k) 
y y y+k 


a—b-c 2a 2a 
H.G | 2b  b-c-a 2b |=(a+b+c) 
2c 2e c—a-—b 
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x+Yy+22 X y 
a) Z VFX y =2(x+y+z) 
Z X Z+x+2y 
ll x x 
J2. x wd =(l—- x) 
X X |] 
lia =) 260 —2b 
3 
॥3. 2ab ‘la? +b? 2a ज[+4+४7) 
2b -2a l-a =p 
a +l ab ac 
]4, ab b +l bc |=l+a +b +c 
ca cb c +l 


प्रश्‍न संख्या 5 तथा l6 में सही उत्तर चुनिए। 

l5. यदि ^ एक 3 » 3 कोटि का वर्ग आव्यूह हे तो ।८५७। का मान होगा: 
(A) k !A| (B) kA (O) BIAI (D) 3klAl 

l6. निम्नलिखित में से कौन सा कथन सही है। 

(A) सारणिक एक वर्ग आव्यूह हे। 
(B) सारणिक एक आव्यूह से संबद्ध एक संख्या हे। 
(C) सारणिक एक वर्ग आव्यूह से संबद्ध एक संख्या हे। 
(D) इनमें से कोई नहीं। 


4.4 त्रिभुज का क्षेत्रफल (Area of a Triangle) 


[Sl 


हमने पिछली कक्षाओं में सीखा है कि एक त्रिभुज जिसके शीर्षबिंदु (x , y), (x,, y.) तथा (x,, y), 


हों >] 
हों तो उसका क्षेत्रफल व्यंजक z ५0५95) + x, 0७०) + x, 0772) द्वारा व्यक्त किया जाता 


है। अब इस व्यंजक को सारणिक के रूप में इस प्रकार लिखा जा सकता हे: 


ie y l 
A z|% X, 
X y, l 
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टिप्पणी 
G) क्योंकि क्षेत्रफल एक धनात्मक राशि होती है इसलिए हम सदैव () में सारणिक का निरपेक्ष 
मान लेते हैं। 


Gi) यदि क्षेत्रफल दिया हो तो गणना के लिए सारणिक का धनात्मक और ऋणात्मक दोनों मानों का 
प्रयोग कोजिए। 
Gi) तीन सरेख बिंदुओं से बने त्रिभुज का क्षेत्रफल शून्य होगा। 
उदाहरण 7 एक त्रिभुज का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसके शीर्ष (3, 8), (- 4, 2) और (5, ]) हैं। 


हल त्रिभुज का क्षेत्रफलः 


D 


A= 


; I ; [3(2-)-8(-4-5)--(-4-0)] 


n > 
= N œ 
= — — 


_ > (3+72—4) = SŠ 
2 2 


उदाहरण 8 सारणिकों का प्रयोग करके A(l, 3) और B (0, 0) को जोड़ने वाली रेखा का समीकरण 
ज्ञात कीजिए और # का मान ज्ञात कीजिए यदि एक बिंदु 00६ 0) इस प्रकार है कि A ABD का 
क्षेत्रफल 3 वर्ग इकाई हे। 


हल मान लीजिए AB पर कोई बिंदु ? (५ y) हे तब ^ ABP का क्षेत्रफल = 0 (क्यों?) 


! 0 O 
इसलिए z l 3d=0 
x y l 
l 
इससे प्राप्त हे Í -3%) = 0 या) = 3x 


जो अभीष्ट रेखा AB का समीकरण है। 

किंतु A ABD का क्षेत्रफल 3 वर्ग इकाई दिया है अतः 
L 3 3 
0 0 l =+3 हमें प्राप्त हे =+ Te k= = 2 
k 0 |I 


bb | — 
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| प्रश्नावली 4.3 | 


L. निम्नलिखित प्रत्येक में दिए गए शीर्ष बिंदुओं वाले त्रिभुजों का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
(i) (0) (6, 0), (4, 3) G) @,7),(,]),(l0,8) 
Wl) 2,5), (2), i=l) 
2. दर्शाइए कि बिंदु ^ (a, b + ८), B (b, c + a) और C (८, a + b) सरेख हैं। 


3. प्रत्येक में £ का मान ज्ञात कीजिए यदि त्रिभुजों का क्षेत्रफल 4 वर्ग इकाई है जहाँ शीर्षबिंदु 
निम्नलिखित हैं: 


(i) (k, 0), (4, 0), (0, 2) G (-2, 0), (0,4), (0, l) 
4. G) सारणिकों का प्रयोग करके (।, 2) और (3, 6) को मिलाने वाली रेखा का समीकरण ज्ञात 
कोजिए। 
Gü) सारणिकों का प्रयोग करके (3, ) और (9, 3) को मिलाने वाली रेखा का समीकरण ज्ञात 
कोजिए। 
5. यदि शीर्ष (2, -6), (5, 4) और (k, 4) वाले त्रिभुज का क्षेत्रफल 35 वर्ग इकाई हो तो #का 
मान है 
(A) j2 E 2 (2. (D) l2,—2 


4.5 उपसारणिक और सहखंड (Minor and Co-factor) 
इस अनुच्छेद में हम उपसारणिकों और सहखंडों का प्रयोग करके सारणिको के प्रसरण का विस्तृत रूप 
लिखना सीखेंगे। 


परिभाषा  सारणिक के अवयव ८, का उपसारणिक एक सारणिक है जो ! वी पंक्ति और । वाँ स्तंभ 
जिसमें अवयव ८, स्थित है, को हटाने से प्राप्त होता है। अवयव ८, के उपसारणिक को प, के द्वारा 
व्यक्त करते हैं। 


टिप्पणी n(n > 2) क्रम के सारणिक के अवयव का उपसारणिक n — क्रम का सारणिक होता है। 
/ 2 3 
उदाहरण 9 सारणिक ^= 4 5 6| में अवयव 6 का उपसारणिक ज्ञात कीजिए। 
7 ७ 9 
हल क्योंकि 6 दूसरी पंक्ति एवं तृतीय स्तंभ में स्थित है। इसलिए इसका उपसारिणक = M,, 
निम्नलिखित प्रकार से प्राप्त होता है। 


l 2 


7 2 =8-l4=-6(A से R, और C, हटाने पर) 


My = 
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परिभाषा 2 एक अवयव ८, का सहखंड जिसे 4, द्वारा व्यक्त करते हैं, जहाँ 
A; = Cl)” My 
के द्वारा परिभाषित करते हैं जहाँ ८, का उपसारणिक M, है। 


| -2 वव | 
उदाहरण 20 सारणिक i3 के सभी अवबयवों के उपसारणिक व सहखंड ज्ञात कीजिए। 


हल अवयव a, का उपसारणिक M, है। 
यहाँ a, = l, इसलिए M, = ०,,का उपसारणिक = 3 
M, = अवयव ८,, का उपसारणिक = 4 
M,, = अवयव a, का उपसारणिक = — 2 
M,, = अवयव a, का उपसारणिक = ] 
अब ८, का सहखंड 4, है। इसलिए 
A =(-)!'*! M,=CIG)=3 
A,=(Di? M,=C)(@)=-4 
A= (IP! M, = CI) (-2) 52 
A, २ (I? M,=GU)'Q=I 


dj] do ०३ 

उदाहरण 2 A= 42 ५22 ५3| के अवयवों 6,, तथा ८, के उपसारणिक और सहखंड 
७53]. ८32 ८33 

ज्ञात कोजिए। 


हल उपसारणिक और सहखंड की परिभाषा द्वारा हम पाते हैं: 


do ८४23 
= Aa “53 /23 “52 








a का उपसारणिक =M, = 
(y VO 


Mi कह e = Ai =E M, Ka. बा 


उपसारणिक do ०३ 
a, का उपसाराणक = M, = = a, 433 — 434532 








da ७33 


q, की सहखड = Aj =)”: Mys (—!) (a, d, ८४३ a) = — Ai z3 ८३ ८४३2 
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टिप्पणी उदाहरण 2 में सारणिक A का R के सापेक्ष प्रसरण करने पर हम पाते हैं कि 


a, a 
a 4५५ j ४) 














a 
I+2 
i L वाढ Qy 453 








a 
A= (—I)!*! a, 


23 
+ (—I)3 a 
८32 433 


I. |43] 32 


=a ^,, + 4.20 + ३ ^,५ जहाँ a का सहखंड A हैं। 
= R के अवयवों और उनके संगत सहखंडों के गुणनफल का योग। 

इसी प्रकार ^ का 7२, R, C , C, और ९, के अनुदिश 5 प्रसरण अन्य प्रकार से हैं। 

अतः सारणिक ^, किसी पंक्ति (या स्तंभ) के अवयवों और उनके संगत सहखंडों के गुणनफल 
का योग है। 
| = टिप्पणी | यदि एक पंक्ति (या स्तंभ) के अवयवों को अन्य पंक्ति (या स्तंभ) के सहखंडों 
से गुणा किया जाए तो उनका योग शून्य होता है। उदाहरणतया, माना A =a ^, +a, ^, 
l र. 













a 





di3 a a 
S | ll I2 
A= d (—])!* 


+g A] Re An 








Ai di 














८52 ८53 


dy, ८33 dzi ७32 











Ai do ds 


= |. ao |= 0 ( क्योंकि R और R, समान हैं) 
43] 


dy, ८53 





इसी प्रकार हम अन्य पंक्तियों और स्तंभों के लिए प्रयत्न कर सकते हैं। 


" — 5 

उदाहरण 22 सारणिक 6 0 4| के अवयवों के उपसारणिक और सहखंड ज्ञात कीजिए और 
l 5 -7 

सत्यापित कोजिए कि @ Wa Fa, A + aA, =O है। 

0 4 


हल यहाँ ५ = ls Ë = 0 -20 = -20; इसलिए 4, = (-]) (-20) = -20 


kd 


6 4 
M, = I s = — 42 — 4 = - 46; इसलिए A , = (-])!2 (— 46) = 46 


6 0 
M,, = | | = 30-0-30; इसलिए A, = (CI)! (30) = 30 
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-3 
M, = 5 i =2] -25 =- 4; इसलिए A, = (-2 (- 4) = 4 
2 5 
M,= | _7| चग4-5-9; इसलिए A, = (-)02 (-9) = -I9 
Z >) 
M,= | 35030533२43; इसलिए A. = C)23(3) --3 
-3 5 
M,=|o aql=-I2-0=-I2; इसलिए AT, = (-)**! (-2) = -2 
2 5 
M, = lę 4| =8-30 = -22; इसलिए A, = (-)7* (-22) = 22 
2 3 
और M,= 6 0|50+8 5 |8; इसलिए A. = (-)/7 (]8) = 8 
अब a = 2, 4, = -3, a = 5; तथा ^, = A )- 22, A = 8 है। 


इसलिए ii A, + 2 As, i WO A, 
= 2 (-2) + (3) (22) + 5 (8) = -24 - 66 + 90 = 0 


| प्रश्नावली 4.4 | 


निम्नलिखित सारणिकों के अवयवों के उपसारणिक एवं सहखंड लिखिए। 


Lok- | 
"` a bpd 
l 00 l 0 4 
2. G) Oml WQ ता) 3539 =l 
0 0 l 0 l 2 
5 3 8 
3. दूसरी पंक्ति के अवयवों के सहखंडों का प्रयोग करके A= 2 0 l| का मान ज्ञात कोजिए। 
23 
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l x yz 


4. तीसरे स्तंभ के अवयवों के सहखंडों का प्रयोग करके A= | Y <“/ का मान ज्ञात कीजिए। 
J z< जॉ 


di do ०३ 
5. यदि ^ = a, ayn an| और a का सहखंड ^, हो तो ^ का मान निम्नलिखित रूप में 
Uy Ua Uy 
व्यक्त किया जाता हैः 
(A) aA वीत t 0 A (B) rd FG 
(C) OC PN (D) gg At a, A, + a, #t,, 
4.6 आव्यूह के सहखंडज और व्युत्क्रम (Adjoint and Inverse of a Matrix) 
पिछले अध्याय में हमने एक आव्यूह के व्युत्क्रम का अध्ययन किया है। इस अनुच्छेद में हम एक 
आव्यूह के व्युत्क्रम के अस्तित्व के लिए शर्तों की भी व्याख्या करेंगे। 
॥ ज्ञात करने के लिए पहले हम एक आव्यूह का सहखंडज परिभाषित करेंगे। 


4.6. HTE का सहखडज (Adjoint of a matrix) 


परिभाषा 3 एक वर्ग आव्यूह ^ = [a] का सहखंडज, आव्यूह [A ] के परिवर्त के रूप में परिभाषित है, 
जहाँ A अवयव ८, का सहखंड है। आव्यूह ^ के सहखंडज को adj > के द्वारा व्यक्त करते हैं 


Ai 2 d 
मान लीजिए ^= | an 4: | है। 


dz; 432 ८33 


A, l Al A, Aj] Az As] 
तब adj A=|A A, An का परिवर्त = | A ^, 4, | होता है। 
A, ] “32 A33 [3 Aa A33 


2 3 . 
उदाहरण 23 आव्यूह A = | i I का सहखंडज ज्ञात कौजिए। 
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हल हम जानते हैं कि & =4, 4, =-l, 4, = -3, 4, = 2 
| Ay As] Ta = 
A FE An Ag |- 2 


di do 


टिप्पणी 2 x 2 कोटि के वर्ग आव्यूह A = | | का सहखंडज adj A, a, और ८,, को परस्पर 


2] 22 


बदलने एवं a , और a, के चिह्न परिवर्तित कर देने से भी प्राप्त किया जा सकता है जैसा नीचे दर्शाया 
गया है। 


शि GD है s u 
adj A = >? h ` 


चिह्न बदलिए परस्पर बदलिए 
हम बिना उपपत्ति के निम्नलिखित प्रमेय निर्दिष्ट करते हैं। 


प्रमेय  qÍz ^ कोई n कोटि का आव्यूह हे तो, A(adj A) = (adj ^) ^ = |A|I, जहाँ I, n कोटि 


का तत्समक आव्यूह है। 





सत्यापन: मान लीजिए 


MI d, di Aj] A, A,, 
A= |42] G> 424 |, हे तब adj A = A As) A. 
dz; ८52? ८53 A, Ax Az 


क्योंकि एक पंक्ति या स्तंभ के अवयवों का संगत सहखंडों की गुणा का योग | A | के समान होता 
है अन्यथा शून्य होता हे। 


AJ 0 0 l 0 0 

इस प्रकार A(adjAy=| 0 ७ 0Oļ=ļaļ lo ı 0|=|A[I 
0 0 | 0 0 l 

इसी प्रकार, हम दर्शा सकते हें कि (adj A)A=IAII 

अतः A (adj A) = (adj A) A = | Al सत्यापित है। 


209-2020 


सारणिक 39 


परिभाषा 4 एक वर्ग आव्यूह A अव्युत्क्रमणीय (singular) कहलाता है यदि |A| = 0 है। 


l 2 
उदाहरण के लिए आव्यूह 4 = | 4 8 | का सारणिक शून्य है। अत: A अव्युत्क्रमणीय है। 
परिभाषा 5 एक वर्ग आव्यूह 4 व्युत्क्रमणीय (non-singular) कहलाता है यदि |A| # 0 


L2 l 2 
मान लीजिए A = 5 j हो तो =|, i -4-6--25₹0 है 


अतः ⁄ व्युत्क्रमणीय हे। 

हम निम्नलिखित प्रमेय बिना उपपत्ति के निर्दिष्ट कर रहे हैं। 

प्रमेय 2 यदि ^ तथा B दोनों एक ही कोटि के व्युत्क्रमणीय आव्यूह हों तो AB तथा BA भी उसी 
कोटि के व्युत्क्रमणीय आव्यूह होते हैं। 

प्रमेय 3 आव्यूहों के गुणनफल का सारणिक उनके क्रमशः सारणिकों के गुणनफल के समान होता 
है अर्थात्‌ |AB| = |A] |B|, जहाँ A तथा B समान कोटि के वर्ग आव्यूह हैं। 


A| 0 0 
टिप्पणी हम जानते हैं कि (adjAJA= || [= 0 |^| 0 
0 O |A| 
दोनों ओर आव्यूहों का सारणिक लेने पर, 
AJ 0 o 
GadjAJA = 0 |४| 0 
0 0 || 
0 0 
अर्थात्‌ (adj AJ IAI = |8| 0 l 0 (क्यों?) 
0 0 ] 
अर्थात्‌ (adj 8) IAI = |A| () 


अर्थात्‌ (adj A) = |A|° 
व्यापक रुप से, यदि n कोटि का एक वर्ग आव्यूह ^ हो AÀ ladj Al = |७ |" -' होगा। 
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प्रमेय 4 एक वर्ग आव्यूह ^ के व्युत्क्रम का अस्तित्व है, यदि और केवल यदि 4व्युत्क्रमणीय आव्यूह है। 


उपपत्ति मान लीजिए n कोटि का व्युत्क्रमणीय आव्यूह A है और n कोटि का तत्समक आव्यूह I है। 
तब 7 कोटि के एक वर्ग आव्यूह B का अस्तित्व इस प्रकार हो ताकि AB = BA =I 

अब AB =I है तो ।॥७)3|-॥। या ।A^।|B।= । (क्योंकि || = l, | AB| = |१ | |3 |) 
इससे प्राप्त होता है |, | २ 0. अतः 4 व्युत्क्रमणीय है। 

विलोमतः मान लीजिए A व्युत्क्रमणीय है। तब ।^। #0 


अब A (adj A) = (adj A) A = ||] (प्रमेय ॥) 
या A 0000 _ EB A=] 
FN A| 
ह l l 
या AB =BA =I, जहा B= | adj A 
N. 
अतः A के व्युत्क्रम का अस्तित्व हे और 4 = कि “कु 


l 3 3 
उदाहरण 24 यदि 4= |l 4 3 | हो तो सत्यापित कीजिए कि A.adiA= A|. | और «7 
33 4 


ज्ञात कीजिए। 
हल हम पाते हैं कि |A| =l (6-9 -3 (4-3) +3(G-4)=lz0 
अब ^, =7, A.=-l,A=-l,A. =-3,A,=l,A,=0,A,=-3,A,=0,A,,=] 


33 
7 — -3 
इसलिए adj A=|— | 0 


L > 3] Z =3 =3 
अब A(adjAay= || 4 3|- | 0 
I 3 4 
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7-3-3 —3+3+0 --3--0--3 
- | /--4-3 --3--4--0 --3--0--3 
/-3-4 —3+3+0 ~-3+0+4 


l 0 0 l 0 0 
=|0 ] 0 =() |O  0|- |. 
0 0 |] 0 0 |] 


और A = [AT -adjA _ 


| 

| 

| 
= 
— 

— © 

|| 

| 
= 
— 
— 


2 3 I. < 
उदाहरण 25 यदि A= | i 4 | , B= | £ ५5 | , तो सत्यापित कीजिए कि (^B)!=B-47 है। 
हे 2 3] l -2] [-.....5 
हल हम जानते हैं कि AB = | ` i है H 4 > 


क्योंकि |AB| = _ #0, (AB)! का अस्तित्व है और इसे निम्नलिखित प्रकार से व्यक्त किया 


जाता है। 


oe a ildi -5| 3 ñ ' 
ण: — Ga =—— — 7 
(AB) |AB| q l|—5 —-| HIS i 


और |A| =-ll=03 |B| = +0. RRRA और 8: दोनों का अस्तित्व हे और जिसे 


निम्नलिखित रूप में व्यक्त किया जा सकता है। 
44 5 [823 
A =—— ,B "= 
ll 2 l l 


3 2||-4 —3 = |. =5 [4 5 
इसलिए B'A” =- EO S l 
Jl ]||-] 2 ll -5 -—I l 5 | 


अतः (AB)! = 87 A?! है। 
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2 3 | 
उदाहरण 26 प्रदर्शित कीजिए कि आव्यूह A = | | 2 | समीकरण A2— 4A + I= 0, Si I 


2 x 2 कोटि का एक तत्समक आव्यूह है और 0, 2>2 कोटि का एक शून्य आव्यूह है। इसकी 
सहायता से ^ ज्ञात कीजिए। 


हल हम जानते हें कि A2=A.A= Ë i Ë i |; H 


2i 2| |4 7 
n ETE E ; zl- P न; - 0 07० 
4 7 4 8 0 |] 0 0 
अब A?_AA+I=0 
इसलिए AA-4A=-I 
या A ॥ (0 )-4 AA! = IA! (दोनों ओर» से उत्तर गुणन द्वारा क्योंकि IAI z 0) 
या A (A A`’) — 4I = — A7! 
या AI-4I=- A7 


4 0 2 S 2. =) 
-l — "a = = 
या A =4I-A = 0 4 | 2 | 2 


अतः A7 = | 2 M" 


| प्रएश्‍नाबेली 4.5 | 


प्रश्‍न R2 में प्रत्येक आव्यूह का सहखंडज (adjoint) ज्ञात कीजिए 

॥ ता.) 

'. Ë I 2. |2 3 5 
3 4 r 


प्रश्‍न 3 और 4 में सत्यापित कीजिए कि A (adj A) = (adj A) .A = |^]. है। 


=|. 2 
e —4 हक 6 ° 
l 0 3 


209-2020 


सारणिक ]43 


प्रश्‍न 5 से ]] में दिए गए प्रत्येक आव्यूहों के व्युत्क्रम (जिनका अस्तित्व हो) ज्ञात कोजिए। 


l 2 3 
2 ज्य -] 5 coa 
ह 6. | 3» “a 
0 0 5 
0 0 2 l 3 । _] 2 
& 83 O 9 | 4 - 0 wo 2 -3 
5 2 =l 7 2] TE 
l 0 0 


Ji. [0 cosæ sino 


0 sina —coso 


3 7 6 8 
2. यदि A= P d ओर B = ; j है तो सत्यापित कीजिए कि (AB) = B” A" है। 


3 l 
l3. यदि = | d है तो दर्शाइए कि A2- SA + 7 = O है इसकी सहायता से ^ ज्ञात कीजिए। 
3 2 | 
l4. आव्यूह A= | ~ | के लिए a और b ऐसी संख्याएँ ज्ञात कीजिए ताकि 


A2+aAÀA +bl = O हो! 


I l l 
l5. आव्यूह ^= | 2 -3 | के लिए दर्शाए कि A 6A2+5A+llI=O है। 
२» j 


इसकी सहायता से ७-' ज्ञात कीजिए। 


9 i 
l6. यदि &- |- 2 - |, तो सत्यापित कीजिए कि ७? - 642 + 98 - 4 = O है तथा 
L q E 


इसकी सहायता QA ज्ञात कीजिए। 
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7. यदि, 3>3 कोटि का वर्ग आव्यूह है तो ladj A| का मान हे: 
(A) IAI (B) IA Ë (O) IAL (D) 3IAI 
8. यदि ५ कोटि दो का व्युत्क्रमीय आव्यूह है तो det (4) बराबर: 


l 
(A) det (A) (3) det(A) (C) l! (D) 0 


4.7 सारणिकों और आव्यूहों के अनुप्रयोग ( Applications of Determinants and 
Matrices) 

इस अनुच्छेद में हम दो या तीन अज्ञात राशियों के रेखिक समीकरण निकाय के हल और रैखिक 
समीकरणों के निकाय की संगतता की जाँच में सारणिकों और आव्यूहों के अनुप्रयोगों का वर्णन करेंगे। 
संगत निकाय: निकाय संगत कहलाता है यदि इसके हलों (एक या अधिक) का अस्तित्व होता है। 
असंगत निकाय: निकाय असंगत कहलाता हे यदि इसके किसी भी हल का अस्तित्व नहीं होता है। 


az टिप्पणी |इस अध्याय में हम अद्वितीय हल के समीकरण निकाय तक सीमित रहेंगे। 


4.7.] आव्यूह के व्युत्क्रम द्वारा रैखिक समीकरणों के निकाय का हल (Solution of a system 
of linear equations using inverse of a matrix) 
आइए हम रैखिक समीकरणों के निकाय को आव्यूह समीकरण के रूप में व्यक्त करते हैं और आव्यूह 
के व्युत्क्रम का प्रयोग करके उसे हल करते हैं। 
निम्नलिखित समीकरण निकाय पर विचार कीजिए 

ax+by+cz=d 

4, X + b, y + c, z = d, 

q, X + b,y + c, z = d, 


# yc x q 
मान लीजिए A=|a, b, cl, X= | y और B= d, 
dy Db. क Z d, 


तब समीकरण निकाय AX = B के रूप में निम्नलिखित प्रकार से व्यक्त की जा सकती हे। 


a b “|| d. 
a ७ <| || = | 
बी PD Els d, 
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स्थिति 4 यदि A एक व्युत्क्रमणीय आव्यूह है तब इसके व्युत्क्रम का अस्तित्व है। अत: AX = B से 
हम पाते हें कि 


॥ (AX) = A” B (A'A पूर्व गुणन के द्वारा) 
या (AA) X = A7 B (साहचर्य गुणन द्वारा) 
या IX=A-B 
या X=ATB 


यह आव्यूह समीकरण दिए गए समीकरण निकाय का अद्वितीय हल प्रदान करता है क्योंकि एक 
आव्यूह का व्युत्क्रम अद्वितीय होता है। समीकरणों के निकाय के हल करने की यह विधि आव्यूह विधि 
कहलाती है। 


स्थिति 2 यदि A एक अबव्युत्क्रमणीय आव्यूह है तब ।^। = 0 होता है। 
इस स्थिति में हम (adj A) B ज्ञात करते हैं। 


यदि (adj ^) B z O, (O शून्य आव्यूह है), तब कोई हल नहीं होता है और समीकरण निकाय 
असंगत कहलाती है। 


यदि (adj A) B = O, तब निकाय संगत या असंगत होगी क्योंकि निकाय के अनंत हल होंगे या 
कोई भी हल नहीं होगा। 
उदाहरण 27 निम्नलिखित समीकरण निकाय को हल कीजिए; 
2x+ Sy= | 
3x + 29 = 7 


हल समीकरण निकाय AX = 8 के रूप में लिखा जा सकता हे, जहाँ 


oer 





अब, |A| = -।] # 0, अतः 4 व्युत्क्रमणीय आव्यूह है इसलिए इसके व्युत्क्रम का अस्तित्व है। और 
इसका एक अद्वितीय हल ë! 
l| 2 -5 
ध्यान =] — ee 
ध्यान दीजिए कि A- = ग 5 | 
l| 2 -5|[l 
-- A-l क २. 
हा Fr लक a "Ë NH 
रात x| | | -33 3 
स, y| H| | |-] 
अतः x=3,y=-l 
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उदाहरण 28 निम्नलिखित समीकरण निकाय 
3x- 2y +3z=8 
2x+y-z= l 
4x- 3y + 2z = 4 
को आव्यूह विधि से हल कीजिए। 


हल समीकरण निकाय को AX = B के रूप में व्यक्त किया जा सकता हे जहाँ 


3 5 3 x 8 
A=|2 ] -[]|, >» | और B= | । 
4 < 2 z 4 


हम देखते हें कि 


A| =3(2-3)+2(4+4)+3(6-4)==I7#0 है। 
अतः 4 व्युत्क्रमणीय है, और इसके व्युत्क्रम का अस्तित्व है। 


A = -], Ag = — Š, AN = 5 - 0 
A, = ¬), A, =- 6, A Fl 
Amh A nI, Pam] 
j -] —5 -l 
इसलिए ^ = 7 -8 -6 9 
—lI0 | 7 
' -] -5 -l|!8 
और X=A'B=-| 8 -6 9 |! 
—I0 | T 4 
X I —]7 ] 
अतः y| = ---->। ०34 52 
]7 
—5] 3 
अतः Mee l Ved ae.) 


उदाहरण 29 तीन संख्याओं का योग 6 है। यदि हम तीसरी संख्या को 3 से गुणा करके दूसरी संख्या 
में जोड़ दें तो gA प्राप्त होता है। पहली ओर तीसरी को जोड़ने से हमें दूसरी संख्या का दुगुना प्राप्त 
होता है। इसका बीजगणितीय निरूपण कीजिए और आव्यूह विधि से संख्याएँ ज्ञात कीजिए। 
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हल मान लीजिए पहली, दूसरी व तीसरी संख्या क्रमशः x, » और ८, द्वारा निरूपित है। तब दी गई 
शर्तों के अनुसार हमें प्राप्त होता हे: 


X+y+z=6 
y+3z= ll 
x + z 29 
या ४- 29 + 250 
इस निकाय को 4% = B के रूप में लिखा जा सकता है जहाँ 


I l| x 6 
A=|0 l 3|,X=|»| और B= |l| हे। 
। = l 2 0 


यहाँ |A|=(I+6)+0-+l(2-3-l)=9=0 है। अब हम adj A ज्ञात करते हैं। 


A 5 | ([+6)-7, A „ =-(0=3y=3, A. =- ! 
A. =-(I+2)=-3, A, =0, A,=-(-2-l)=3 
A, =(3-l)=2, A„ =- (3-0) 5-3, A. २(॥-0)] 
गी. iS 
अतः adiA=| 3 0 -3 
- 3 l! 
त न 9 
इस प्रकार A YE adj. (A) = _ -E 
ü x - 3 |! 
क्योंकि ऋ८- 0-7! 8 
7 -3 2| 6 
x= L 3 0 —|IlI 
á - 3 l| 0 
x 42—33+0 9 
या i _ l I8+0+0|_ l I8| _|2 
Z| 9 |-6+33+0| ? |27 
अतः veo y TE, 
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| प्रश्नावली 4.6 | 


निम्नलिखित प्रश्नों से 6 तक दी गई समीकरण निकायों का संगत अथवा असंगत के रूप में वर्गीकरण 
कीजिए 


I. x+2y=2 2. 2x—y=5 3. x+ 3y= 5 
2x +3y=3 x+y=4 2x + 6y = ë 
4. x+yrजz=l 5. 3x—y - 22 = 2 6. Sx-y+4Z=5 
2x + 39 + 2z = 2 2y—z=-l 2x + 3y + 5z = 2 
ax + ay + 2az = 4 3x—5y= 3 352 - 2y + 62 ८ + 
निम्नलिखित प्रश्न 7 से 4 तक प्रत्येक समीकरण निकाय को आव्यूह विधि से हल कोजिए। 
7. 3४+ 29 ८ 4 8. 2x—y= —2 9. 4x—3y= 3 
Tx + 3y = 5 3x+4y=3 3x—Sy= 7 
I0. Sx+2y=3 Jl. 25--9--2२- ]2. x-y+z=4 
3x +2y= 5 ४-2-ई-5 2x+y-3z=0 
3y- 5z = 9 x+y+z=2 
]3. 2x+3y+3z=5 T4. x=y+2z=7 
X-2y+z=-4 3x+4y—5z=-5 
3x—y—2z= 3 2x— y + 3z = 2 
2 — 5 
IS. यदि^=|3 2 -4| हे तो A ज्ञात कीजिए। A! का प्रयोग करके निम्नलिखित 
l l — 
समीकरण निकाय को हल कीजिए। 


2x—3y+5Z=]l 
3x + 29 - 47 ८-3 
& के 9 - 2.2 ८ +- 3 

l6. 4 kg प्याज, 3 kg गेहूँ और 2 kg चावल का मूल्य Rs 60 ÈI 2 kg प्याज, 4 kg गेहूँ और 
6 kg चावल का मूल्य Rs90 ÈI 6 kg प्याज, 2 kg और 3 kg चावल का मूल्य 
Rs 70 है। आव्यूह विधि द्वारा प्रत्येक का मूल्य प्रति kg ज्ञात कीजिए। 
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विविध उदाहरण 
उदहारण 30 यदि ८, b, ८ धनात्मक ओर भिन्न हें तो दिखाइए कि सारणिक 


a b c 
A=|b c | का मान ऋणात्मक है। 


c a b 


हल C — C + C, + C, का प्रयोग करने पर 


a+b+c b c l b c 
A=la+b+c c a| =(a+b+o!l c a 
a+b+c a b l a b 
l b ८ 
=(a+b+c)|0 c-b a-c|[(R,>R,-R,,और R,->R,-2, का प्रयोग करने पर) 
0 a-b b-c 


=(a + b + c) |(c - b) (b - g - (a -W a -b)] <€ के अनुदिश प्रसरण करने पर) 
( a + b + ८)(- ०(- b- c° + ab + bc + ca) 


—] 
ri (a + b + c) (2@ + 2b? + 2८“ - 2ab — 2bc — 2८६) 


" (a + b + ८) [(a — b)*+ (b — c)° + (c — a)°] 

जो ऋणात्मक है ( क्योंकि 6+9+ c> 0 और (८ - ४)? + ७ - ८? + (c — ८): > 0) 
उदाहरण 3 यदि a,b,c समांतर श्रेढ़ी में हों तो निम्नलिखित सारणिक का मान ज्ञात कीजिए 
2y+4 5y+7 8y+a 


A=|3y+5 6y+8 9y+b 

4y+6 7y+9 I0y+c 

हल R >R +R,-2R, का प्रयोग करने पर 
() () () 

A= 3y+5 6y+8 9y+b 


= 0 (क्योंकि 29 = + ८) 
4y+6 7y+9 I0y+c 
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उदाहरण 32 दर्शाइए कि सारणिक 


(+z) 2) द 
A= Xy (x+ Z ) yz = 2xyz (X + y + ट) 
Xz yz (x+y) 


हल सारणिक में R ->२,, २, > )2,,2, -> 2२, का प्रयोग करने और xyz, से भाग करने पर 
हम प्राप्त करते हैं कि सारणिक 


xyz) xy xz 
] 2 
A=— | xy y(x+ z) yz 
XYZ l 
xz’ yz? — z(x+y) 


C , ८, और C. से क्रमशः x, y, z उभयनिष्ठ लेने पर, 


(y+z) R x 

A स्या x< y (x+ Z). y 
XYZ é 
ट्‌ Z (x+y) 


C,~> €.- ९, C९, > ०,- ९, का प्रयोग करने पर हम प्राप्त करते हें कि 


ट 0 (x+ y) =z 
अब C, और C ,से (x+ y+ 2) उभयनिष्ठ लेने पर, प्राप्त सारणिक 


(y+z ) x—(y+z) x-(y+z) 
१ +y+22| y (x+z)— y 0 


2 


z () (x+y)-z 
R >R -R +R) का प्रयोग करने पर हम निम्नलिखित सारणिक प्राप्त करते हैं 


2yz —2z -29 
A=(x+y+z22 | y x—y+z 0 


2 


z 0 X+y—Z 


209-2020 


सारणिक ]5] 


l l 
C -> (0, > — 0) और C, > | (क l का प्रयोग करने पर प्राप्त सारणिक 
y Z 


292 0 0 
| y. 
Iro = 
A=@+y+z |” z 
Z — x+y 


R अनुदिश प्रसरण करने पर 
A = (x + y + 2) (202) [Œœ + 2) œ + y) — yz] = @& + y + 2) (202) (४४ + xy + xz) 
= (x + y + 2° (2302) प्राप्त होता है। 


I -] £ | WW? ọ ı 
उदाहरण 33 आव्यूहों के गुणनफल | 0 2 -3| | 9 2 -3 | का प्रयोग करते हुए निम्नलिखित 
34-2 4२6 | २९ 
समीकरण निकाय को हल कीजिए: 
X—-y+2z=l 
29- 325८ ] 
3४ - 2y + 4z= 2 


| od 2 0 ] 
हल दिया गया गुणनफल |0 2 -3|| 9 2 -3 
७-2 4 || 6 । -2 

—2— 9--[2 0-2+2 +3-4 l 0 0 

=| 0+I8-I8 0+4-3 0-6+6|=|0 ] 0 

-6-8--24 0-4+4 3+6-8 0 0 |] 


। - O] 2 | 
अतः 0 2 -3| =|9 2 -3 
3 ED) d 6 ]॥ -2 
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अब दिए गए समीकरण निकाय को आव्यूह के रूप निम्नलिखित रूप में लिखा जा सकता है 


| =l 2 X ] 
0 2 -3||y]|=|l 
S 4 z 2 
x t= आज [2 0 Il 
या vl=|[0 2 — I|=| 9 2 -3|। |] 
z 3 — 4 2 | -2| |2 
-2+0+ 2 () 
--  9--2-0 |= | 5 
6--]-4 3 
अतः x=0,y=5 और 2-3 
उदाहरण 34 सिद्ध कीजिए कि सारणिक 
a+bx c+dx p+qx a c p 


A=lax+b cx+d px+q 0-3 ७7 q 


u V Ww U V W 
हल सारणिक A RR —R -xR, का प्रयोग करने पर हमें 
दोन) (ALP ,p(— x) 


D=| ax+b cx+d px+q | प्राप्त होता हे 


u y W 


a C p 
= (lx )lax+b cx+d px+q 
u V w 


R,>R,-*R,, का प्रयोग करने पर हमें सारणिक 


a c p 
A= (॥-52)७ 4 q प्राप्त होता है। 


HU V W 


209-2020 


सारणिक 


अध्याय 4 पर विविध प्रशनावली 


X sinð COSO 
, सिद्ध कीजिए कि सारणिक |-sin0 -x |, 0A स्वतंत्र हे। 
cos 0 ] न 
a a bc l] a a 
. सारणिक का प्रसरण किए बिना सिद्ध कीजिए कि | b cal = | ७ b 
c č ab Eg o 


०05 ७ cosp ००0५७ sin -sina 
-sin B cosB 0 | का मान ज्ञात कीजिए। 
sino cosp sinasin cosa 


. यदि a, b ओर ८ वास्तविक संख्याएँ हो ओर सारणिक 


b+c c+a a+b 
A=|c+a a+b b+cl|=0 
a+b b+c c+a 


हो तो दर्शाइए कि या तो ०+७+८=0या८=b =८ है। 


x+a NX X 
. यदि २0हो तो समीकरण | » ४+ x ।-0को हल कीजिए। 
X X x+a 
a bc ac+ c° 


, सिद्ध कीजिए कि +4 b ac |= अकल 
ab b+ bec o 


3 -] I l 2 -2 


93 


. यदि 4।=|-।5 6 -5|और5>|- 3 0 |,हो तो(^) का मान ज्ञात कीजिए। 


5 -2 2 0 — l! 
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l I 
8. मान लीजिए ^=|-2 3 |= तो सत्यापित कीजिए कि 
l ] 5 


(i) [adj A]' = adj (A`) I) (ADF = A 
X y an 
9, y xX+y x |का मान ज्ञात कीजिए। 
X+ y X y 
L x y 


]0. l x+y y |A मान ज्ञात कीजिए। 
l x x+y 


सारणिकों के गुणधर्मो का प्रयोग करके निम्नलिखित 0l से 5 तक प्रश्नों को सिद्ध कीजिए: 


० ७ B+y 
ll. ७ 9 १+० =(B-y (0-७) (a-p) (G+ B + y) 
Y a+b 


X X l+px 
I2. y y? I+py'| = (l+ pxyz) (x — y) (y — z) (z — x), 
Z l+pz 


34 —a+b —a+c 


I3. + 9+#4 3b “—br+c| = 3(a + b + ८) (ab + bc + ca) 
--(€--9*च c+b 3C 


l lH l+p+q 


J4. |> 3+2p 4+3p+2q| =] 
3 6+3p I0+6p+3g 
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sin ०0850 ०८०४(०+०) 
I5. झा. cosB cos(B+6)|=0 
siny cosy cos(Y+ó) 


6. निम्नलिखित समीकरण निकाय को हल कीजिए 


2 = 3 + lO — 4 
x की Z 

4 6 5 
a य 
त. ह 

6 a 2 — 20 — P} 
x DE 


निम्नलिखित प्रश्नों [7 से ]9 में सही उत्तर का चुनाव कीजिए। 
॥7. यदि ८, 5, ८ समांतर श्रेढ़ी में हों तो सारणिक 


x+2 x+3 x+2a 
X+3 *+4 x+2b| का मान होगा: 
x+4 x+5 x+2c 


8, 


(A) 0 (B) ] (C) x (D) 2x 
x 0 0 
I8. यदि ‰, », ८ शून्येतर वास्तविक संख्याएँ हों तो आव्यूह ^=|0 y 0| का व्युत्क्रम हैः 
0 0 z 
x 0 0 x 0 0 
(A) | 0 » 0 (B) xz 0 y! 0 
0 z! 0 0 टः 
| [2 0 0 I 0 0 
l 
(C) — 09 y 0 (D) ---|0 ] 0 
XYZ 
lo 0 z iga i 
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I sin l 
यदि A=|-sin0 । sinð|, जहाँ0 <0 < 27 हो तोः 

—l -sin | 
(A) det(A)=0 (B) det(A) € (2, ००) 
(C) det(A) e (2,4) (D) det(A) e [2,4]. 


आव्यूह ^ =[a,,] 4 का सारणिक lanl 3८ के द्वारा दिया जाता हे। 








a a 

आव्यूह A = | स | का सारणिक 
dy] 422 

|i ०2 जाता 

|A| = "H =a, क, - ०,, 4#क द्वारा दिया जाता है, 
a] b c 

आव्यूह ^ =| ०, b, ८, | के सारणिक का मान (R के अनुदिश प्रसरण से) निम्नलिखित 
a, b, c, 


रूप द्वारा दिया जाता हे। 


a b cd 
5 C2 


b, c, 




















| a b, c,|=Qa 
dy b, c, 


किसी वर्ग आव्यूह 4 के लिए, IAI निम्नलिखित गुणधर्मो को संतुष्ट करता है। 


|^१|= |A|, जहाँ ^= A का परिवर्त है। 

यदि हम दो पंक्तियों या स्तंभों को परस्पर बदल दें तो सारणिक का चिह्न बदल जाता हे। 
यदि सारणिक की कोई दो पंक्ति या स्तंभ समान या समानुपाती हों तो सारणिक का मान 
शून्य होता है। 

यदि हम एक सारणिक की एक पंक्ति या स्तंभ को अचर Kk, गुणा कर दें तो सारणिक 
का मान k गुना हो जाता है। 
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एक सारणिक को k से गुणा करने का अर्थ हे कि उसके अंदर केवल किसी एक पंक्ति 
या स्तंभ के अवयबों को ८ से गुणा करना। 
यदि A =[a; hx: तो ८.१ |^ 


यदि एक सारणिक के एक पंक्ति या स्तंभ के अवयव दो या अधिक अवयवों के योग के 
रूप में व्यक्त किए जा सकते हों तो उस दिए गए सारणिक को दो या अधिक सारणिकों 
के योग के रूप में व्यक्त किया जा सकता हे। 


यदि एक सारणिक के किसी एक पंक्ति या स्तंभ के प्रत्येक अवयव के समगुणज अन्य पंक्ति 
या स्तंभ के संगत अवयवों में जोड़ दिए जाते हैं तो सारणिक का मान अपरिवर्तित रहता है। 


CO) और (x, १.) शीर्षो वाली त्रिभुज का क्षेत्रफल निम्नलिखित रूप द्वारा 
दिया जाता है: 

x fy, WI 

A=— |x ] 
> | 2 Ya 

X, y; l 
दिए गए आव्यूह ^ के सारणिक के एक अवयव ८, का उपसारणिक, ! वीं पंक्ति और 
jai स्तंभ हटाने से प्राप्त सारणिक होता है और इसे M, द्वारा व्यक्त किया जाता है। 
a का सहखंड A, = (= DY प, द्वारा दिया जाता है। 
A के सारणिक का मान |A|=a A, +a, A +a, A, और इसे एक पंक्ति या 
स्तंभ के अवयवों ओर उनके संगत सहखंडों के गुणनफल का योग करके प्राप्त किया जाता 


हे 
यदि एक पंक्ति (या स्तंभ) के अवयवों और अन्य दूसरी पंक्ति (या स्तंभ) के सहखंडों 
की गुणा कर दी जाए तो उनका योग शून्य होता है उदाहरणतया 


Ci A), + 4,2 + उ a z 0 


qi ८2 ०3 Aj, A, A3 
यदि आव्यूह ^ = | ०५, ay ८३ |, तो सहखंडज adj ^ =| ^, ^, ^; | होता 
d3; ८52 955 A, Ags 433 


है, जहाँ 6, का सहखंड A, है। 

A (adj A) = (adj A) A = |A| I, जहाँ A, n कोटि का वर्ग आव्यूह है। 

यदि कोई वर्ग आव्यूह क्रमशः अव्युत्क्रमणीय या व्युत्क्रमणीय कहलाता है यदि |A| = 0 
या |A| # 0 
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यदि AB = B^ =], जहाँ B एक वर्ग आव्यूह है तब ^ का व्युत्क्रम B होता है और 
A= B या 87 - & और इसलिए (AD = A 
* किसी वर्ग आव्यूह A का व्युत्क्रम है यदि और केवल यदि 4 व्युत्क्रमणीय है। 


l 
A™! = (adj A 
+ A|. jA) 
श यदि ॥ PERN i UE AC) 
WD ytc 754, 
a x+ b, y + c, z = d, 
तब इन समीकरणों को A X = B के रूप में लिखा जा सकता हे। 


d b a X d 
जहाँ Aa ET eI ओर B=| de 
FS 2 d, 


% समीकरण AX = का अद्वितीय हल X = A-! B द्वारा दिया जाता है जहाँ |^|#0 


७ समीकरणों का एक निकाय संगत या असंगत होता हे यदि इसके हल का अस्तित्व हे अथवा 
नहीं है। 
% आव्यूह समीकरण AX =B में एक वर्ग आव्यूह A के लिए 


G) यदि |^|#0, तो अद्वितीय हल का अस्तित्व है। 
Gi) यदि |^|= 0और (adi A) B z O, तो किसी हल का अस्तित्व नहीं है। 


Gü) यदि |^|= 0 और (adj A) 8 = 0, तो निकाय संगत या असंगत होती है। 


ऐतिहासिक पृष्ठभूमि 

गणना बोर्ड पर छड़ों का प्रयोग करके कुछ रैखिक समीकरणों की अज्ञात राशियों के 
गुणांकों को निरूपित करने को चीनी विधि ने वास्तव में विलोपन की साधारण विधि को खोज 
करने में सहायता की है। छडों की व्यवस्था क्रम एक सारणिक में संख्याओं की उचित व्यवस्था 
क्रम जेसी थी। इसलिए एक सारणिक की सरलीकरण में स्तंभों या पंक्तियों के घटाने का विचार 
उत्पन्न करने में चीनी प्रथम विचारकों में थे (Mikami, China, pp 30, 93). 

सत्रहवीं शताब्दी के महान जापानी गणितज्ञ Seki Kowa द्वारा 683 में लिखित पुस्तक 
'Kai Fukudai no Ho' से ज्ञात होता है कि उन्हें सारणिकों और उनके प्रसार का ज्ञान था। परंतु 
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उन्होंने इस विधि का प्रयोग केवल दो समीकरणों से एक राशि के विलोपन में किया परंतु युगपत 
रेखिक समीकरणों के हल ज्ञात करने में इसका सीधा प्रयोग नहीं किया था। “T. Hayashi, 
“The Fakudoi and Determinants in Japanese Mathematics,” in the proc. of the 
Tokyo Math. Soc., ४. 

Vendermonde पहले व्यक्ति थे जिन्होनें सारणिकों को स्वतंत्र फलन की तरह से पहचाना 
इन्हें विधिवत इसका अन्वेषक (संस्थापक) कहा जा सकता है। Laplace (772) ने सारणिकों 
को इसके पूरक उपसारणिकों के रूप में व्यक्त करके प्रसरण को व्यापक विधि दी। 773 Ñ 
Lagrange ने दूसरे व तीसरे क्रम के सारणिकों को व्यवहृत किया और सारणिकों के हल के 
अतिरिक्त उनका अन्यत्र भी प्रयोग किया। 80 में Gauss ने संख्या के सिद्धांतों में सारणिकों 
का प्रयोग किया। 

अगले महान योगदान देने वाले Jacques - Philippe - Marie Binet, (I82) थे जिन्होंने 
॥#-स्तंभों और #-पंक्तियों के दो आव्यूहों के गुणनफल से संबंधित प्रमेय का उल्लेख किया जो 
विशेष स्थिति m = में गुणनफल प्रमेय में बदल जाती ë! 

उसी दिन Cauchy (82) ने भी उसी विषय-वस्तु पर शोध प्रस्तुत किए। उन्होंने आज 
के व्यावहारिक सारणिक शब्द का प्रयोग किया। उन्होंने Binet से अधिक संतुष्ट करने वाली 
गुणनफल प्रमेय की उपपत्ति दी। 


इन सिद्धांतों पर महानतम योगदान वाले Carl Gustav Jacob Jacobi थे। इसके पश्चात 
सारणिक शब्द को अंतिम स्वीकृति प्राप्त हुई। 
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